15. Rachunek rozniczkowy mgr Magdalena Kucharska, mgr Anna Pitat

1. Firma handlowa ustalita, ze liczba sprzedanych przez nig egzemplarzy gry komputerowej w ciggu
kazdego tygodnia zalezy od jej ceny. Liczbe sprzedanych egzemplarzy opisuje funkcja
f(x) = 2400 — 15x, gdzie x oznacza ceng jednostkowa gry. Jaka powinna by¢ cena jednostkowa,
aby tygodniowy przychod P ze sprzedazy gry byl najwigkszy? Oblicz ten najwigkszy przychod.
Zapisz obliczenia.

Wskazéwka: przyjmij, ze przychdd jest iloczynem liczby sprzedanych gier oraz ceny jednostkowej
tej gry.

2. Powierzchnia magazynowa bedzie si¢ sktadala z dwoch identycznych prostokatnych dziatek
potaczonych wspolnym bokiem. Cato$¢ ma by¢ ogrodzona plotem, przy czym obie dziatki bedzie
rozdzielal wspolny plot. W ogrodzeniu beda zamontowane dwie bramy wjazdowe, kazda o szerokosci
10 m (zobacz rysunek ponizej). L.aczna dtugos¢ plotu ogradzajacego oraz rozdzielajacego obie dziatki
wyniesie 580 metréw, przy czym szerokosci obu bram wjazdowych nie wliczajg si¢ w dlugos¢ plotu.

dy—bdy—b

«— —
10 m 10m

Oblicz wymiary x i y kazdej z dwoch prostokatnych dziatek, tak aby catkowite pole powierzchni

magazynowej byto najwicksze.

3. Dany jest prostokagt PQRS o Dbokach dlugosci 5 . S K
|PQ| = |SR| = 10 oraz |PS| = |QR| = 6. Na bokach PQ, QR, p ¥
RS, SP obrano odpowiednio punkty A, B, C, D takie,
ze JAQ| = |BR| = |CS| = |DP| = x oraz x > 3~ g
(zobacz rysunek). p A x 0

Wyznacz dtugos¢ odcinka x, dla ktorego pole czworokata ABCD jest najmniejsze. Wyznacz to pole.

Zapisz obliczenia.

4. Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych 3 i 4. Wpisano

w niego prostokat w taki sposob, ze dwa z jego bokdéw zawierajg si¢

w przyprostokatnych trojkata, a jeden wierzchotek lezy 3

na przeciwprostokatnej (zobacz rysunek). Jakie wymiary powinien

mie¢ prostokat, aby jego pole byto najwieksze? Oblicz to najwieksze

pole. Zapisz obliczenia.
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Poziom rozszerzony

5. (R) Oblicz granicg funkcji:

3_3x-2 .
a) f(x) = ﬁ w punkcie x, = 2,

2_ oy
b) f(x) = % w punktach x, = 2, x, = —2 0raz przy x — oo,

) f(x) = @;2 w punkcie x, = 3,

d) f(x) =Vx? + 2x —x przy x — oo,

x*-3x+2 .
e) f(x) = —5-ax3 W punkcie xo = 1,

64—

x3 .
W punkcie x, = 4,

) flx) =
9) f(x) =x3—x2—x+1 przy x > —o,

X — 00,

) £ 00 = ey Py

i) f(x) = Siz;x w punkcie x, = 0.

6. (R) Wyznacz réwnania asymptot funkcji:

a) f(x) =2,
b) f (x) = T4+

7. (R) Udowodnij, ze pochodna funkcji f(x) = %dla x € R\ {0} okreslona jest wzorem f'(x) = — L,

x2
8. (R) Dla jakiej wartosci parametru k zachodzi réwnos¢:

2
. x°—(k+1)x+k
lim———— Jerk
x—1 x<—1

5.

9. (R) Naszkicuj wykres pewnej funkcji f, ktora spetnia nastepujace warunki:
a) dziedzing jest zbior R \ {—3, 1},

b) jest ciagta w swojej dziedzinie,

c) lim f(x) =2, lim f(x) = —oo,
X—=© x—=3
lim f(x) = —4, lim f(x) = oo.
X—00 x-1
—2x2+3x+2 dv x = 2
10. (R) a) Zbadaj ciagtosé funkeji: f(x) =]~ x—=2 8V
-5 gdy x=2

(R) b) Dana jest funkcja

5x gdy x < -1
f)=<ax?*+c gdy—1<x<2
3x—2 gdyx > 2.

Wyznacz wszystkie warto$ci parametréow a i ¢ tak, aby funkcja f byla ciggla w zbiorze liczb

rzeczywistych.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(R) Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = % + 4log: x dla wszystkich x > 0. Wykaz,
2
ze funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe, ktore nalezy do przedziatu E, 4].

(R) Wykaz, ze rownanie x* — 7x3 + 9x2 + 8x — 2 = 0 ma w przedziale (—2;2) co najmniej dwa

rézne rozwigzania.

(R) Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x® —2x* —x3 + 1 dla kazdego x € R. Wykaz,

ze liczba 5 nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.
(R) Wyznacz pochodna funkcji:

a) f(x)= —3x%+x dlax, =0,

b) f(x) = (x—2)*(1—x?),

2x%2—x+1
0 fo) =2

d) ()=~ 4/,
e) f(x)=+vV7x?%+x.

3x2-2x

(R) Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x2+2x+8

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Punkt

P = (xy,3) nalezy do wykresu funkcji f. Oblicz x, oraz wyznacz rownanie stycznej do wykresu

funkcji f w punkcie P. Zapisz obliczenia.

(R) a) Wyznacz kat, ktory styczna do wykresu funkcji w punkcie o odcigtej x, =% tworzy
z dodatnia potosia osi 0X, gdy f(x) = 2+/3x*.

(R) b) Styczna do paraboli o rownaniu y = v/3x% — 1 w punkcie P = (x,, y,) jest nachylona do osi
Ox pod katem 30°. Oblicz wspotrzgdne punktu P.

(R) Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) =+v1+4x dla x € [— - ; +o). Napisz réwnanie

1
4

stycznej do wykresu funkcji f w punkcie x, = 2. Zapisz obliczenia.

R) a) Punkt P = (10,2429) lezy na paraboli o rownaniu y = 2x2 + x + 2219. Prosta o rownaniu
( y nap y

kierunkowym y = ax + b jest styczna do tej paraboli w punkcie P. Oblicz wspoétczynnik b.

x3+k C g1 .
p dla kazdej liczby rzeczywistej x # 0.

(R) b) Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) =

Oblicz wartos$¢ k, dla ktorej prosta o rownaniu y = —x jest styczna do wykresu funkc;ji f.

(R) Funkcja f okreslona jest wzorem f(x) = x3 —2x?+ 1 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznacz réownania tych stycznych do wykresu funkeji f, ktore sa rownolegle do prostej o rownaniu

y = 4x.
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

. (R) Funkcja f jest okre§lona wzorem f(x) = % dla kazdego x € (—1; +o0). Wykaz, ze funkcja f

jest funkcja rosnaca.

(R) Wyznacz parametry a, b wiedzac, ze funkcja y = x%+ax+b w punkcie x = 3 osigga

ekstremum rowne 1.

(R) Funkcja f jest okreSlona wzorem f(x)=x*+0,502x+ 1)* dla kazdego x €R.
Oblicz najmniejsza warto$¢ tej funkcji.

(R) Zbadaj monotoniczno$¢ i ekstrema funkcji f(x) = 6x2 — x3.
j i f

. . e . 4
(R) Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema funkcji f(x) = x + el

(R) Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x* — 2x3 + x? — 1 dla kazdej liczby rzeczywistej

x € [—1,3]. Wyznacz zbior wartosci funkcji f.

(R) Funkcja f jednej zmiennej rzeczywistej x jest okreslona wzorem f(x) = x? — mx.
a) Dla jakich wartosci m, funkcja f jest malejgca w przedziale (—1;1)?
b) Dlam = 3 wyznacz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji f w przedziale [1; 4].

(R) Dla jakiej wartoéci parametru k funkcja f(x) = x3 — 4x? + kx osigga ekstremum w punkcie

xo = 1? Wyznacz drugie ekstremum i okresl rodzaj tego ekstremum.

(R) Firma X wytwarza pewien produkt D. Badania rynku
pokazaty, ze zwigzek migdzy iloscig Q produktu D, jaka
firma jest w stanie zby¢ na rynku, a ceng P produktu jest
nastgpujacy:

P(Q) =90—-0,1Q dla@ € [0,900]

gdzie P jest ceng za jednostke produktu w zlotych,
a Q — iloscig produktu w tys. sztuk. Koszty K wytworzenia

produktu D zaleza od ilo$ci Q wytwarzanego produktu nastepujaco:
K(Q) = 0,002Q3 + Q* + 29,9985Q + 50

gdzie K jest kosztem produkcji w tys. zt. Oblicz, przy jakiej wielkosci produkcji firma X osigga
najwiekszy dochod. Wynik podaj zaokraglony z doktadno$cig do 100 sztuk.
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29. (R) Parabola o rownaniu y = 2 —%x przecina o§ Ox uktadu wspotrzednych w punktach

A= (-2,0)1iB =(2,0). Rozpatrujemy wszystkie trapezy réwnoramienne ABCD, ktérych dtuzsza
podstawa jest odcinek AB, a konce C i D krotszej podstawy leza na paraboli (zobacz rysunek)

Wyznacz pole trapezu ABCD w zaleznosci od pierwszej wspéOhrzednej wierzchotka C.

Oblicz wspoétrzedne wierzchotka C tego z rozpatrywanych trapezow, ktorego pole jest najwieksze.

30. (R) Trojkat ABC, w ktérym |AC| = |BC), jest wpisany w okrag o promieniu R. Srodek tego okregu lezy
wewnatrz trojkata ABC. Niech x oznacza odlegtos¢ $rodka okrggu od podstawy AB. Wykaz,
ze pole trojkata ABC jako funkcja zmiennej x jest okreslone wzorem P(x) = (R + x)VR? — x2.
Okresl dziedzing tej funkcji.

31. (R) Grazyna planuje zrobienie pudetka (bez wieczka) w ksztalcie prostopadtoscianu. W tym celu
zamierza wykorzysta¢ prostokatny kawalek tektury o wymiarach 10 cm x 16 cm, odcinajac z kazdego

rogu kwadrat o boku x cm (zobacz rysunek).

_______________________ I

A

10 cm

A
A\ 4

16 cm
Oblicz wartos¢ x, dla ktorej objetos¢ otrzymanego pudetka bedzie najwieksza. Oblicz te najwigksza

objetos¢ pudetka. Zapisz obliczenia.
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32.

33.

34.

35.

(R) Syzyf codziennie stoi przed zadaniem wtoczenia
ciezkiej kamiennej kuli na szczyt pewnej gory.
W chwili t = 0 znajduje si¢ on w punkcie O oddalonym
od szczytu o 4 km, a potozenie x Syzyfa wtaczajacego kule
jest opisane rownaniem

x(t) = —t3 +16,5t% + 180t dlat € [0, 24]

gdzie x jest wyrazone w metrach, a t —w godzinach.

O$ Ox jest skierowana do wierzchotka gory i jest styczna w kazdym punkcie do zbocza gory.
Oblicz najmniejszg odlegtos¢, na jaka Syzyf zblizyt si¢ do wierzchotka gory, oraz maksymalng

predkosé, z jaka wtacza kamien pod gore.

(R) Na rysunku obok przedstawiono potozenie miejscowosci 4, B 4 15 km

o™

i C oraz zaznaczono odlegtoéci miedzy nimi. O godzinie 9:00 j
z miejscowosci A do C wyruszyl zastgp harcerzy ,Tropiciele”
i przemieszczal si¢ z predkoscia 4 km/h. O tej samej godzinie
Zz miejscowosci B do A wyruszyt zastep harcerzy ,Korsarze” 20 km
i przemieszczal si¢ z predkoscia 2 km/h. Wyznacz godzing, o ktorej

odleglos¢ miedzy tymi zastepami harcerzy bedzie najmniejsza.

ce

(R) Dom D stoi w odlegtosci 5 km od prostoliniowego odcinka drogi. W chwili poczatkowej Janusz
znajduje si¢ na tej drodze w punkcie A oddalonym od domu D o 13 km (zobacz rysunek). Janusz moze
i8¢ droga z maksymalna predkoscia 5 km/h, za$ poza nig moze poruszac si¢ z maksymalng predkoscia

3 km/h.

13 km

Oblicz najkrotszy czas potrzebny Januszowi na dojscie do domu D. Zapisz obliczenia.

(R) Ciezaréwka ma do pokonania trase dlugosci S km, poruszajgc sie¢ po autostradzie ze stalg
predkoscia v km/h. Minimalna predkos¢ dla cigzarowek na autostradzie wynosi 40 km/h, maksymalna
— 80 km/h. Wiemy, ze litr paliwa kosztuje 8 zlotych, a kierowca otrzymuje 42 ztote za godzing swej

pracy. Zuzycie paliwa w ciggu jednej godziny jazdy autostradg w zaleznosci od predkosci v wyrazone
2
w litrach mozna opisa¢ funkcja f(v) = 7 + :E' Oblicz, przy jakiej predkosci koszt przejazdu bedzie

najmniejszy. Zapisz obliczenia.

Wskazowka: przyjmij, ze koszt przejazdu jest sumg kosztu paliwa oraz wynagrodzenia kierowcy.
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36.

37.

38.

(R) Cztery miasta A, B, C, D znajduja si¢ w wierzchotkach kwadratu o boku 300 km. Pewna firma
dostata zlecenie na zaprojektowanie sieci drog, ktora bedzie taczy¢ kazde dwa z tych miast. Sie¢ ma

posiada¢ dwa wezly, a taczna dhugos$¢ drog w sieci ma by¢ mozliwie najmniejsza. (Przyktad sieci drog

z dwoma weztami, taczacej kazde dwa z miast, przedstawiono na ponizszym rysunku).
Oblicz, jaka musi by¢ dtugo$¢ najkrotszej takiej sieci drog i gdzie muszg by¢ zlokalizowane wezly tej
sieci.
(R) Rozpatrujemy wszystkie takie prostopaditosciany, w ktorych suma dtugosci wszystkich krawedzi
jest rowna 80, pole powierzchni catkowitej jest rowne 256 i zadna z krawedzi bryty nie jest krotsza
niz 4.
37. 1. Wykaz, ze uktad rownan
4a + 4b + 4c = 80 @9)
2ab + 2bc + 2ca = 256 2

z niewiadomymi a oraz b ma rozwigzanie, ktore jest parg liczb rzeczywistych nie mniejszych

od 4 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € [4, 23—8].

37. 2. Objetos¢ kazdego z rozpatrywanych prostopadtoscianow mozna wyrazi¢ za pomocg funkcji
V(c) = ¢3 — 20c? + 128¢ gdzie c € [4; ?]

jest dtugoscia jednej z krawedzi bryty. Sposrod rozpatrywanych prostopadto$cianow oblicz objgtos¢

tego prostopadio$cianu, ktorego objetos¢ jest najmniejsza.

(R) Dany jest okrag o promieniu R. Rozwazamy wszystkie trojkaty spetniajace warunki:

* s3 wpisane w ten okrag,

* maja obwody rowne 3R,

* maj3 jeden z bokéw dwukrotnie dtuzszy od drugiego.

Znajdz trojkat o mozliwie najwigkszym polu przy zadanych warunkach. Oblicz jego pole. Zapisz

obliczenia.
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39. (R) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego trojkatnego jest rowna 12.
Jaka powinna by¢ dtugos¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa, aby jego objetos¢ byta najwieksza?

40. (R) Rozpatrujemy wszystkie ostrostupy prawidlowe trojkatne, w ktorych suma promienia okrgegu
opisanego na podstawie ostrostupa i wysokosci tego ostrostupa jest rowna 24. Wyznacz promien

okregu opisanego na podstawie tego z ostrostupow, ktory ma najwicksza objetosé. Oblicz tg objetosé.



