16. Stereometria mgr Magdalena Kucharska, mgr Anna Pitat

1. Oblicz sinus kata migdzy przekatng szeécianu a jego ptaszczyzng podstawy.

2. Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH, w ktorym prostokaty ABCD i EFGH sg jego postawami.
Odcinek BH jest przekatna tego prostopadtoscianu.

2.1. Naktorym rysunku prawidlowo narysowano, oznaczono i podpisano kat & pomiedzy przekatng
BH prostopadtoscianu a jego $ciang boczng ADHE?

Zaznacz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych.

A. a = 4BHD B. a = 4BHE
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2.2. W prostopadtoscianie ABCDEFGH dane s3:
9

tgh == |BG| = 2v/130, IBH| = 2194

7 k)
gdzie odcinek BH jest przekatng prostopadtoscianu, odcinek BG jest przekatng Sciany bocznej BCGF,
p jest miarg kata £GBC. Sytuacj¢ ilustruje rysunek ponize;j.

Oblicz pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu ABCDEFGH.

3. Oblicz dlugos¢ przekatnej graniastostupa prawidtowego czworokatnego, ktorego krawedz podstawy

ma dhugos¢ 4 cm, a przekatna ta tworzy:

a) z przekatna podstawy kat 45° , ,
b) z jedng z krawedzi bocznych kat 30°, / i
E F

¢) z przekatna jednej ze Scian bocznych kat 30°. )

4. W graniastostupie prawidlowym czworokatnym ABCDEFGH przekatna )

AC podstawy ma dlugos¢ 4, a miara kata |4ACE| = 60° . Oblicz ‘D C
objetos¢ ostrostupa ABCDE przedstawionego na rysunku. /
A B

5. Punkty K, L i M sg $rodkami krawedzi BC, GH i AE szescianu ABCDEFGH o krawedzi

dtugosci 1 (zobacz rysunek).
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Oblicz pole trojkata KLM.
6. W graniastostupie prawidlowym czworokatnym przekatna podstawy ma dtugos¢ 8 cm i tworzy
z przekatng $ciany bocznej, z ktérg ma wspolny wierzcholek kat, ktdrego cosinus jest rowny % .

Oblicz objetosé i pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.
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10.

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dhugos¢ d i tworzy z krawedzig

podstawy kat «. Uzasadnij, ze pole powierzchni bocznej tego graniastostupa jest réwne

4d? cos a Vsin? a — cos? a.

A) Dany jest graniastostup prawidlowy trojkatny ABCDEF 0 podstawach ABC i DEF i krawedziach

bocznych AD, BE i CF (zobacz rysunek). Diugos¢ krawedzi podstawy AB jest rowna 8, a pole trojkata
E

ABF jest rowne 52.

Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

Dany jest graniastostup prawidtowy trojkatny o podstawach ABC i A'B'C ' oraz krawedziach bocznych
AA', BB', CC'. Kat miedzy przekatng $ciany bocznej AC' a krawedzig podstawy AC ma miare a.
Promien okregu wpisanego w podstawe graniastostupa ma diugos¢ r. Oblicz pole powierzchni

catkowitej i objetos¢ tego graniastostupa.

Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ graniastostupa wiedzac, ze ma on 18 krawedzi i kazda

z nich jest rowna 4 cm.

Dane sa dwa prostopadto$ciany podobne: B; oraz B,. Objetos¢ prostopadtoscianu B jest rowna V,
a objetos¢ prostopadtoscianu B, jest rowna 27V. Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu B;
jest rowne P.

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu B, jest rowne

A. | 27P, 1. | stosunkowi objetosci tych prostopadtoscianow.
poniewaz stosunek pol
B | 9p powierzchni catkowitych . pierwiastkowi kwadratowemu ze stosunku
' , prostopadtoscianow ' objetosci tych prostopadlosciandw.
podobnych jest rowny kwadratowi stosunku dlugosci odcinkow
C. | 3v/3pP, 3

odpowiadajacych w obu prostopadtoscianach.
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11.

12.

13.

14.

15.

15.

16.

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Wysoko$¢ $ciany bocznej tego ostrostupa

jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 30° i ma dtugos$¢ rowna 6 (zobacz rysunek).

Oblicz objetosé i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa. Zapisz obliczenia.

Kazda krawedz boczna ostrostupa ma dlugos$¢ 17 cm. Podstawa ostrostupa jest trdjkat prostokatny
o przyprostokatnych dtugosci 18 cm i 24 cm. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Naroznik migdzy dwiema $cianami i sufitem prostopadtosciennego pokoju nalezy zamaskowaé

trojkatnym fragmentem ptyty gipsowo kartonowej (zobacz rysunek).

Wiedzac, ze |RA| = |RB| =|RC| =1 m, oblicz obj¢tos¢ naroznika zamaskowanego ta ptyta.
Wynik zaokraglij do 0,01 m®.

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym wysokosé $ciany bocznej ma dtugos¢ 4+/3, a $ciana boczna

jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym ABCS krawedz podstawy ma dtugos¢ a. Pole powierzchni
bocznej tego ostrostupa jest dwa razy wigksze od pola jego podstawy. Oblicz cosinus kata nachylenia

krawedzi bocznej tego ostrostupa do plaszczyzny podstawy.

A) Kazda z krawedzi podstawy tréjkatnej ostroshupa ma dtugo$é 10+/3, a kazda jego krawedz boczna

ma dhugos¢ 15. Oblicz wysoko$¢ tego ostrostupa. Zapisz obliczenia.

Podstawa ostrostupa ABCD jest trojkat ABC. Krawedz AD jest wysokoscia ostrostupa. Oblicz objetosé
ostrostupa ABCD, jesli wiadomo, ze |AD| = 12, |BC| = 6, |[BD| = |CD| = 13.



16. Stereometria mgr Magdalena Kucharska, mgr Anna Pitat

17. W  ostrostupie prawidlowym trojkatnym  ABCS

18. Dany jest szescian ABCDEFGH o krawedzi dlugosci 9. < =

18.

zaznaczono $rodki krawedzi AB, AC i AS odpowiednio
punktami D, E, F (zobacz rysunek).

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen.

Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Pole powierzchni ostrostupa ADEF jest dwukrotnie mniejsze od pola

powierzchni ostrostupa ABCS.

Objetos¢ ostrostupa ADEF jest o$miokrotnie mniejsza od objetosci
ostrostupa ABCS.

|
Wierzchotki podstawy ABCD sze$cianu potaczono odcinkami :_ ,,/Rf\
A
i .

z punktem W, ktoéry jest punktem przecigcia przekatnych

|
I

podstawy EFGH. Otrzymano w ten sposdb ostrostup i/
prawidlowy czworokatny ABCDW (zobacz rysunek). I
|

18.1. Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod p

podanych. y

Objetos¢ V ostrostupa ABCDW jest rowna A B
A. 243 B. 364,5 C. 489 D. 729

18.2. Oblicz cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy.

Zapisz obliczenia.

A) Dany jest szeScian ABCDEFGH o krawgdzi dtugosci a.
Punkty A, B, D i E sa wierzchotkami ostrostupa (zobacz
rysunek). Oblicz pole powierzchni ostrostupa ABDE. Zapisz

obliczenia.
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19.

19.

20.

21.

22.

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny o wysokosci H = 16. Cosinus kata nachylenia krawedzi

bocznej do ptaszczyzny podstawy tego ostrostupa jest rowny % Oblicz pole powierzchni bocznej tego

ostrostupa.

A) Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny, o krawedzi

podstawy a oraz wysoko$ci k. Wpisano w niego ostrostup i /\\
prawidtowy czworokatny w taki sposob, ze krawedzie I ;,

podstawy ostrostupa i graniastostupa pokrywaja si¢, za§ gorny |

wierzchotek ostrostupa jest srodkiem podstawy gornej graniastostupa i ;"

(zobacz rysunek). Niech F bedzie brytg powstata po wycieciu i :’:

ostrostupa z graniastostupa. i

Dokoncz zdanie. Wybierz wtasciwa odpowiedz sposrod podanych. ///L___ ______

Réznica objetosci bryly F i objgtosci ostrostupa jest rowna

A. la2n B.2a%h C.lan? D. 2 ah?
3 3 3 3

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy 2
1 wysokosci 8. Wpisano w niego sze$cian w taki sposob, ze dolna podstawa
sze$cianu zawiera si¢ w podstawie ostrostupa, a krawedzie jego gornej
podstawy zawieraja si¢ w $cianach bocznych ostrostupa (zobacz rysunek).
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. )

Wybierz P, je$li stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

k

1. | Krawedz szescianu jest dtuzsza niz 1,5.

2. | Ostrostup jest czterokrotnie wyzszy od sze$cianu.

3. | Objetos¢ szescianu jest wicksza od 4.

Kazda krawedz czworoscianu ABCS ma dlugos¢ a. Punkty .

D i E sa srodkami bokéw — odpowiednio — AC oraz BC

(zobacz rysunek).

Oblicz pole trojkata DES. Zapisz obliczenia.

Tworzaca stozka ma dlugos¢ 17, a wysokos$¢ stozka

jest krotsza od $rednicy jego podstawy o 22 Oblicz pole A C
powierzchni catkowitej 1 objgtosé tego stozka. ¢ 5 E
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23.

24,

25.

Dany jest stozek o objetosci 8m, w ktorym stosunek wysokosci do promienia podstawy jest rowny

3: 8. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.

Hania zaprojektowata i wykonala czapeczke na bal urodzinowy
mtodszego brata. Czapeczka miata ksztatt powierzchni bocznej stozka
o $rednicy podstawy d = 20 cm, wysokosci H = 25 cm i tworzacej L.
Zeby wykonaé czapeczke, Hania najpierw narysowata na kartonie figure
ptaska ABS o ksztalcie wycinka kola o promieniu [ i $rodku S
(zobacz rysunek 1.). Nastepnie wycigta te figure z kartonu,
odpowiednio jg wymodelowata i skleita odcinek SB z odcinkiem SA

(zobacz rysunek 2.). Do obliczen przyjmij, ze rzeczywiste figury

sg idealne.

Rysunek 1. Rysunek 2.
A)

24.1. Dokoncz zdanie. Zaznacz wtasciwg odpowiedz sposrdd podanych.

Kat rozwarcia stozka, ktérego powierzchnig boczna jest czapeczka, ma miarg (w zaokragleniu do 1°)
A. 44° B. 136° C.22° D. 68°
Wskazowka: skorzystaj z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych.

24.2. Oblicz miare kata £ BSA wycinka kota, z ktorego powstata powierzchnia boczna stozka

opisanego we wstepie do zadania. Miare kata ABSA podaj w zaokragleniu do jednego stopnia.

Metalowy stozek, ktorego tworzaca o dtugosci 10 jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem
30°, przetopiono na 6 jednakowych kulek. Oblicz promien kulki.
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26.

27.

28.

28.

29.

30.

31.

Kapsuta ladownika ma ksztalt stozka zakonczonego w podstawie potkula o tym samym promieniu

co promien podstawy stozka. Wysoko$¢ stozka jest o 1 m wieksza niz promien potkuli. Objetos¢ stozka

stanowi g objetosci calej kapsuty. Oblicz objetos$¢ kapsuty ladownika.

Metalowa kule o promieniu 10 cm oraz stozek, w ktorym $rednica i wysoko$¢ wynosza odpowiednio

16 cm i 12 cm przetopiono. Nastepnie z otrzymanego metalu wykonano walec o $rednicy %g cm.

Oblicz wysokos¢ walca.

Metalowa kule o promieniu R = 5 cm w cato$ci przetopiono na kuleczki o promieniu r = 0,25 cm.

Ile uzyskano w ten sposob kuleczek?

A) a) Dane sg dwie kule. Objeto$¢ pierwszej kuli jest rowna 36m cm? , a druga kula ma promien dwa
razy dtuzszy od promienia pierwszej kuli. Podaj objetos¢ drugiej kuli. Jaki jest stosunek pol
powierzchni tych kul?

b) Po dopompowaniu powierzchnia kulistego balonu zwigkszyla si¢ 0 44%. O ile wzrosta objgtosc

balonu?

Wsroéd wszystkich  graniastostupéw prawidlowych szesciokatnych, w ktoérych suma dlugosci
wszystkich krawedzi jest rowna 24, jest taki, ktory ma najwigksze pole powierzchni bocznej. Oblicz

dtugo$¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Poziom rozszerzony Ef

(R) Dany jest szescian ABCDEFGH o krawegdzi dhugosci 6. Punkt S '

S jest punktem przecigcia przekatnych AH i DE $ciany bocznej

ADHE (zobacz rysunek). Oblicz wysoko$¢ trojkata SBH

poprowadzong z punktu S na bok BH tego trojkata. Zapisz 4 ""

obliczenia.

(R) Dany jest szeScian ABCDEFGH o krawedzi dlugosci 2.

Punkt S jest srodkiem krawedzi DH (zobacz rysunek). Oblicz

miar¢ najmniejszego kata wewngtrznego trojkata CFS.
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31. A) (R) Przekatne sasiednich $cian bocznych prostopadtoscianu wychodzace z jednego wierzchotka
tworza z podstawg katy o miarach g I a. Cosinus kata miedzy tymi przekatnymi jest rowny @.
Wyznacz miar¢ kata «.

32. (R) Dany jest graniastostup prosty ABCDEFGH o podstawie prostokatnej ABCD. Przekatne AH i AF
$cian bocznych tworzg kat ostry o mierze « takiej, ze sina = % (zobacz rysunek). Pole trojkata AFH

jest rowne 26,4.

Crhe==-= L{---JB

D A
Oblicz wysoko$¢ £ tego graniastostupa. D

32. A) (R) Dany jest graniastostup prawidtowy trojkatny ABCDEF.
Krawegdz podstawy tego graniastostupa ma dlugos¢ 4,
a wysoko$¢ graniastostupa jest rowna 6 (zobacz rysunek).

Oblicz sinus kata AFB.

A= B
32. B) (R) Podstawa ostrostupa jest trojkat prostokatny ABC o dtugosciach przyprostokatnych |AC| = 15

i |BC| = 20. Krawedz CS ostrostupa jest prostopadta do plaszczyzny podstawy i ma dtugos¢ 16
(zobacz rysunek).

A
Oblicz dtugos¢ wysokosci trojkata ABS poprowadzonej do boku AB.
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33.

34.

35.

35.

35.

36.

(R) Podstawa ostrostupa czworokatnego ABCDS jest trapez ABCD (AB||CD). Ramiona tego trapezu
maja dtugo$¢ |[AD| =10 i |BC| = 16, a miara kata ABC jest rowna 30°. Kazda $ciana boczna tego

ostrostupa tworzy z ptaszczyzna podstawy kat a, taki, ze tga = ;. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

(R) Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD i polu powierzchni

bocznej rownym P. Kat miedzy wysokosciami sgsiednich $cian bocznych poprowadzonych

z wierzchotka S ma miare 2a. Objeto$é tego ostrostupa jest réwna Vk - P3 - sina - cos 2a, gdzie k jest

statym wspotczynnikiem liczbowym. Oblicz wspotczynnik k. Zapisz obliczenia.

(R) Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest nachylona do plaszczyzny podstawy
pod katem a. Wykaz, ze tangens kata dwusciennego migdzy Sciang boczng i podstawg jest rowny

2tga.

S

A) (R) Podstawg ostrostupa prawidtowego ABCS
jest trojkat rownoboczny ABC o boku dhugosci 6.
Na krawedziach bocznych BS i CS wybrano
punkty, odpowiednio D i E, takie ze |BD| = |CE|
oraz |DE| = 4 (zobacz rysunek). Ptaszczyzna ADE
jest prostopadta do ptaszczyzny $ciany bocznej
BCS ostrostupa.

Oblicz objetosé tego ostrostupa.

B) (R) Dany jest szescian ABCDEFGH o krawedzi dtugosci a. Punkt P jest srodkiem krawedzi CG

tego szeScianu (zobacz rysunek ponizej).

H G
E F |PG|= |PC]
P
D C
A a B

Oblicz odlegtos¢ wierzchotka C od plaszczyzny zawierajacej punkty B, D oraz P.

(R) W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDE punkt O jest srodkiem symetrii podstawy
ostrostupa. Stosunek obwodu podstawy ABCD do sumy dlugos$ci wszystkich krawedzi ostrostupa
jest rowny 1: 5. Przez przekatng AC podstawy i $rodek S krawedzi bocznej BE poprowadzono
ptaszczyzne. Oblicz stosunek pola otrzymanego przekroju do pola podstawy ostrostupa oraz miare

kata BSO (w zaokragleniu do 1°).
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36.

36.

37.

A) (R) Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS 0 podstawie ABCD. Krawedz podstawy

tego ostrostupa ma dhugo$¢ a. Sciana boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem

0 mierze a takim, ze cos @ = %. Przez krawedz BC podstawy ostrostupa poprowadzono ptaszczyzne

7 prostopadlia do $ciany bocznej SAD. Sporzadz rysunek tego ostrostupa, zaznacz na rysunku przekroj
wyznaczony przez ptaszczyzng m i nazwij figurg, ktora jest tym przekrojem. Oblicz pole otrzymanego
przekroju. Zapisz obliczenia.

B) (R) W czworoscianie, ktorego wszystkie krawedzie maja takg samg dtugos¢ 6, umieszczono kule
tak, ze ma ona doktadnie jeden punkt wspolny z kazda §ciang czworo$cianu. Plaszczyzna wt, rownolegta
do podstawy tego czworoscianu, dzieli go na dwie bryly: ostrostup o objetosci réwnej % objetosci
dzielonego czworo$cianu i ostrostup $cigty. Oblicz odlegtos¢ $rodka S kuli od plaszezyzny =,

tj. dlugo$¢ najkrotszego sposrdd odcinkow SP, gdzie P jest punktem plaszezyzny .

(R) Tomek i Marek chca wejs¢ docelowo na szczyt S pewnej gory. W chwili poczatkowej znajduja
si¢ w punkcie P polozonym na stoku goéry doktadnie na potnoc od szczytu na wysokosci Hy metrow

n.p.m.

Tomek i Marek chca dotrze¢ do bazy B znajdujacej si¢ dokladnie na potudnie od szczytu
na przeciwleglym poludniowym stoku gory na wysoko$ci H; metroéw n.p.m., a nast¢pnie z bazy wejs¢
na szczyt lezacy na wysokosci H, metrow n.p.m. (patrz rysunek 1.).

h)
Rys. 1.

P
Oblicz dtugo$¢ najkrotszej drogi, jakg musza pokonaé, aby dotrze¢ do bazy. Przyjmij, ze gora

jest stozkiem o kacie rozwarcia a.
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37.

37.

38.

39.

40.

Wskazowka: Powierzchnia boczna stozka po rozcieciu wzdluz tworzacej i roztozeniu jest wycinkiem

kota. Najkrotsza droga do bazy odpowiada najkrétszej drodze z punktu P do B na wycinku kota.

A) (R) Objetos¢ stozka Scietego (przedstawionego na rysunku)

mozna obliczyé ze wzoru V = §7TH(1‘2 + 7R + R?), gdzie r i R e
sg promieniami podstaw (r < R), a H jest wysokos$cig bryty.

Dany jest stozek $ciety, ktorego wysokos¢ jest rowna 10, objetosc

840m, a r =6. Oblicz cosinus kata nachylenia przekatnej
przekroju osiowego tej bryty do jednej z jej podstaw.

B) (R) Rozpatrujemy wszystkie walce o danym polu powierzchni catkowitej P. Oblicz wysoko$¢

i promien podstawy tego walca, ktdrego objetos¢ jest najwicksza. Oblicz te najwicksza objetose.

(R) Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktorych przekrojem osiowym jest trojkat o obwodzie 20.
Oblicz wysoko$¢ 1 promien podstawy tego stozka, ktorego objetosé jest najwigksza. Oblicz objeto$é

tego stozka.
(R) Trojkat rownoramienny o obwodzie rownym 16 cm obraca si¢ dookota podstawy. Dla jakiej
dtugosci bokow trojkata objetosé otrzymanej bryty bedzie maksymalna?

(R) Dana jest kula o promieniu 1. Rozpatrujemy wszystkie stozki zawierajace srodek kuli i wpisane
w te kule, to znaczy takie, w ktorych:

* wierzchotek lezy na powierzchni kuli,

* okrag, bedacy krawedzig podstawy stozka, lezy na powierzchni kuli (zobacz rysunek).
Oblicz promien podstawy tego stozka, ktory ma najwigksza objetos¢. Oblicz objetos¢ tego stozka.

Zapisz obliczenia.
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41. (R) Dana jest kula o promieniu 1. Rozpatrujemy wszystkie stozki opisane
na tej kuli, to znaczy takie, ktorych:
* podstawa ma doktadnie jeden punkt wspolny z kula
» kazda tworzaca ma dokladnie jeden punkt wspdlny z kulg (zobacz

rysunek).

41. 1. Wykaz, ze objgtos¢ V stozka o wysokosci h wyraza si¢ wzorem

h2m
3(h-2)

V(h) =

41. 2. Oblicz wysoko$¢ tego stozka, ktory ma najmniejszg objetosé. Oblicz objgtos¢ tego stozka.
Zapisz obliczenia.

Wskazowka: skorzystaj z informacji, ze objeto$¢ stozka o wysokosci & wyraza si¢ wzorem

h2m
3(h-2)"

V(h) =



